A UL A

Introducao

Semelhanca e areas

N a Aula 17, estudamos o Teorema de Tales
e a semelhanca de tridngulos. Nesta aula, vamos tornar mais geral o conceito de
semelhanga e ver como se comportam as areas de figuras semelhantes.
Dizemos que duas figuras sao semelhantes quando uma é ampliagio da outra.
Mas, o que significa ampliar?

Ampliar (ou reduzir) uma figura significa obter uma outra com a mesma
forma mas de tamanho diferente. Numa ampliagdo, todos os comprimentos
ficam multiplicados por um mesmo ntimero. Numa redugao, todos os compri-
mentos ficam divididos por um mesmo namero.

Veja abaixo o mapa do Brasil em dois tamanhos diferentes, onde estdo
assinaladas as capitais dos estados. O maior é uma ampliacao do menor em 1,5
vezes. Isto significa que todas as distancias medidas no mapa maior sdo iguais
as mesmas distancias do mapa menor multiplicadas por 1,5. Vocé pode verificar
isso com o auxilio de uma régua.




Duas figuras sdo semelhantes quando todas as distdncias de uma delas sao
iguais as da outra, multiplicadas por um fator constante. Para tornar essa
definicao mais clara, vamos mostrar inicialmente um método que nos permite
ampliar uma figura. Suponha que desejamos tornar o poligono ABCDE da
figura abaixo trés vezes maior. Escolhemos entao um ponto O qualquer, unimos
esse ponto a cada um dos outros e triplicamos todos os comprimentos: OA, OB,
OC, OD e OE. O novo poligono A' B' C' D' E' é o triplo de ABCDE.

El
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Na figura acima, fizemos OA'=3.0A, OB'=3.0B, OC'=3.0C e assim
por diante. Observe entdo o que acontece: os lados do poligono maior sao
paralelos aos lados do poligono menor, e cada lado do poligono maior é o
triplo do lado correspondente ao poligono menor. Em linguagem matematica:

A'B'"" // ABe AB'= 3.AB
B'C' // BCe BC’= 3.BC
C'D'"// CDe CD'= 3.CD

e assim por diante. Repare ainda que essas relacdes valem também para outros
segmentos que ndo estdo desenhados. Por exemplo, as diagonais A'D” e AD sao
paralelas e a maior é o triplo da menor.

A figura a seguir explica por que, ao construirmos OA’ =3 OAe OB =3
- OB, encontramos um segmento A’B’ paralelo a AB e de comprimento trés
vezes maior que AB. Observe que, no interior do tridngulo OA’B’, existem trés
triangulos iguais e trés paralelogramos também iguais:
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O método que descrevemos permite criar uma figura semelhante a
figura dada. Podemos dizer que a figura maior é uma ampliacdo da
menor, mas também que a figura menor é uma redu¢do da maior. O que
importa é que as duas figuras sdo semelhantes. Para relacionar seus tamanhos,
definimos um namero chamado razdo de semelhanca, isto é, a razao entre os
comprimentos correspondentes das duas figuras. Ela sempre pode ser escrita de
duas formas (porque a semelhanca tanto pode ser considerada uma ampliagao
ou uma redugdo) e no nosso exemplo ela é:

AB _ A'B'=3

1
B 3 U AB

Uma outra propriedade da semelhanca é que ela conserva os dangulos. No
nosso exemplo, todos os angulos do poligono A’B’C’D’E’ sdo exatamente os
mesmos do poligono ABCDE. Mais uma vez, é bom lembrar que isso vale para
quaisquer angulos.

Precisamos agora aprender a reconhecer quando dois poligonos sao seme-
lhantes. O critério geral é o seguinte:

Dois poligonos sdo semelhantes quando seus lados sdo proporci-
onais e seus dngulos internos respectivamente iguais.

ABCD... é semelhante a A'B'C'D"...

Entdo

AB _ BC _ CD =..= razdo de semelhanga
A'B' B'C' C'D'
A=AB=BC=CD=D

«a® «a® «a® ® ® ® ® ®
EXEMPLO 1 «® «® q.. q.. q.. l.. l.. «®

Os dois quadrilateros desenhados abaixo sdao semelhantes. Quais sao as
medidas dos lados a, b e ¢?

3,6

1,8
1,6



Solugao: Nas figuras da pagina anterior, os dngulos iguais estio marcados
com o mesmo simbolo. Assim, se as figuras ndo aparecerem na mesma
posicdo, podemos reconhecer os lados correspondentes.

Como os lados correspondentes das duas figuras sdo proporcionais, pode-
mos escrever:

1,6 _18_3,6_2
c

A primeira fracdo nos da a razao de semelhanca:

Le_16_2 do d Ih
4 40 5 = razao de semelnanca

. s 2
Assim, todas as outras fragdes sdo também iguais a 3

1'8:g;>a:1'8"5:4,5
a b 2
3’6:g—>b:3’6'5:9
b 5 2
2.2, 52,

c 5

Um caso especial é o da semelhanca de tridangulos, que ja estudamos na
Aula 17. Para reconhecer tridngulos semelhantes, basta verificar se eles possu-
em os mesmos angulos ou se seus lados sdo proporcionais. Por exemplo,
consideremos dois tridngulos: o primeiro de lados 3 cm, 4 cm e 5 cm e 0 segundo
de lados 27 cm, 36 cm e 45 cm. Serdo esses tridngulos semelhantes?

A resposta é sim, porque:

Repare que as trés fragdes sao iguais porque cada uma delas é igual a é (a
razdo de semelhanga). N6s sabemos que o tridngulo de lados 3 cm, 4 cme 5 cm
é retangulo porque 32 + 42 = 52, Como tridngulos de lados proporcionais sdo
semelhantes e, portanto, possuem os mesmos angulos, concluimos que o
triangulo de lados 27 cm, 36 cm e 45 cm também é um tridngulo retangulo.
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: ! 1 Para que vocé perceba a relacdo entre as areas de figuras semelhantes,
vamos examinar o que ocorre com os quadrados. Na figura a seguir, vocé vé trés
quadrados, o primeiro com lado a, 0 segundo com lado 2a e o terceiro com lado 3a:

—a—

——2a—

O segundo quadrado é o dobro do primeiro, mas sua drea é quatro vezes
maior. O terceiro quadrado é o triplo do primeiro, mas sua drea é nove vezes
maior. Assim, se o lado de um quadrado é cinco vezes maior que o de outro,
conseqiientemente sua area é vinte e cinco vezes maior; da mesma forma,
se vocé aumentar o lado de um quadrado dez vezes, a area fica cem vezes
maior.

Esse fato, facil de perceber com quadrados, é geral; isto €, ele vale para
qualquer figura. Se todos os comprimentos de uma figura forem multiplicados
por um nuimero k, a nova figura serd semelhante a primeira e sua area ficara
multiplicada por k% O teorema que enunciamos a seguir resume o que acabamos
de observar.

Se a razdo de semelhanca entre duas figuras é k,
entdo a razdo entre suas dreas é k2.

Acompanhe os exemplos a seguir para ver se vocé entendeu o que acabamos
de dizer.

a0 «® «® «® «® «a® «® «®
EXEMPLO 2 «® «® «@® «® «® «® «a® «®

A figura abaixo mostra dois tridngulos semelhantes. Se a 4rea do menor é
8 cm? qual é a area do maior?

3a



Solugao: A razdo de semelhanca é arazao entre dois lados correspondentes, AULA
ou seja,

o
1
|
1

1
3

O nosso teorema diz que:

area do menor
area do maior

=1&

Representando por S a area do tridngulo maior, temos:

S
8.1
S 9
5=8.9=72

Portanto, a drea do tridngulo maior é 72 cm?

«0 «® «®
EXEMPLO 3 «® «® «® «® «®

Em um restaurante, uma pizza com 20 cm de didmetro custa R$ 3,60. Quanto
vocé espera pagar por uma outra, do mesmo sabor, com 30 cm de didmetro?

Este é um caso comum. Nos cardapios de muitos restaurantes existem
pizzas de diferentes tamanhos com precos também diferentes. Vamos
mostrar na solucao deste exemplo, como decidir o tamanho que sai mais em
conta, ou seja, CoOmo comer mais por um preco menor.

Solugao: As duas pizzas sao figuras semelhantes.

O valor que pagamos deve ser proporcional a quantidade que comemos, ou
seja, o preco de cada pizza deve ser proporcional a sua area:

preco da pequena _ &readapequena
precodagrande ~  areadagrande




AULA Temos entdo um problema que envolve a razdo entre areas de figuras

semelhantes. Vamos resolvé-lo com o auxilio do nosso teorema:
2 1 razao de semelhanca: k = 20_2
30 3

area da pequena  _ K2 = (2) 4

area da grande 3

Podemos calcular o preco da pizza maior. Representando esse prego
por p, temos:

3,60
p

4
9

3,60.9 _
4

Concluimos entdo que o prego correto da pizza maior é R$ 8,10.

Dali, 8,1

Vocé pode achar o preco da pizza maior muito alto. Afinal, o didmetro s6
aumentou de 20 cm para 30 cm. O que ocorre, na realidade, é que a drea
da pizza maior é mais que o dobro da area da pizza menor. O preco que
calculamos é o correto do ponto de vista do consumidor. Imagine agora que
apizza pequena custa R$ 3,60 e a grande R$ 7,00. O que concluimos? A pizza
grande sai mais em conta. Se estamos em grupo e vamos dividir varias
pizzas, sai mais barato, nesse caso, pedir todas do tamanho maior.

Exercicios Exercicio 1
O tridangulo abaixo foi dividido em duas partes por meio de uma reta
paralela a sua base.

a) Calcule os segmentos X, y e z. y

b) Sabendo que a drea do triangulo 2a 30
gran- de é igual a 252,

calcule a area do trian- "

gulo menor e a drea do trapézio. a/ $

Sugestao: Observe que os dois tridngulos abaixo sao semelhantes. Determi-
ne a razao de semelhanga e, para o item b, aplique o teorema da razao das
areas.

2a 2a y




Exercicio 2
ABCD é um jardim de 80 m?. Ele foi ampliado, e agora tem a forma AEFG
semelhante a anterior. Se AB =12 m e BE = 3 m, calcule a area do novo
jardim.

A 12 B 3 E

Sugestao: Determine a razdo de semelhanca das duas figuras e aplique o
teorema da razdo das areas.

Exercicio 3
Dois triangulos T, e T, sdo semelhantes. O primeiro tem lados 8 cm, 9 cme
13 cm e o segundo tem perimetro igual a 360 cm.
a) Calcule os lados de T,;
b) Quantas vezes a area de T, € maior que a area de T,?
Sugestdao: A razdo de semelhanca é igual a razdo entre os lados, mas é
também igual a razdo entre os perimetros.

Exercicio 4
Para fazer o piso de uma sala gastamos 1.500 tacos. Se todas as medidas
dessa sala forem multiplicadas por 1,6 teremos uma outra semelhante.
Quantos tacos serdo necessarios para fazer o piso da sala maior?

Exercicio 5
Na figura abaixo, iniciamos a ampliagdo de um desenho de forma que ele
fique duas vezes maior. Vocé consegue termina-lo?

Exercicio 6
O colar abaixo é feito com cinco discos de mesma espessura. Sao dois
pequenos com raio R, dois médios com raio 2R e um grande com raio 3R.
Se um dos discos pequenos pesa 5 gramas, qual é o peso de todo o colar?




