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Introducao

Nossa aula

A funcao do 2° grau

M aula anterior, estudamos a func¢ao do
1°grau(y = ax + b) e verificamos que seu grafico é umareta. Nesta aula, vamos
estudar outra fung¢do igualmente importante: a fun¢do do 2° grau. Ela é repre-
sentada pela férmula:

y=ax?2+bx+c

ondeasletrasa,b ecsdoniimeros conhecidos ea é diferente de zero. Vejaalguns
exemplos de fung¢des do 2° grau:

y=2x2-3+4
y=-3x*+9
y=x

y = X2 + 6x

O objetivo desta aula é investigar os gréficos dessas fungdes, que sdo
sempre uma curva: a pardbola.
Acompanhe os préximos exemplos para ternogao da forma de uma parabola.

® ®
EXEMPLO1 “® o® 0® 0 ® 0% %0 %0 %

Imagine um forte antigo, com canhdes preparados para atirar em navios
inimigos que se aproximassem:




Um navio se aproxima e um canhdo da um tiro. A trajetéria da bala segue
muito aproximadamente essa curva, chamada pardbola. Se nao houvesse
aresisténcia do ar, a bala do canhao descreveria exatamente uma parédbola.

® ® ®
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A parabola

Um menino, em cima de um muro,
rega as plantas com uma man-
gueira. Visualizando o jato
d’dgua, vocé terd uma idéia
clara da forma dessa curva.

Os exemplos mostraram, aproximadamente, a forma da parabola. Agora,
vamos construir uma delas com maior precisdo. Escolhemos entdo a funcéo:

y == x2 + 6x

O dominio dessa fungédo é o conjunto de todos os niimeros reais. Vamos
atribuir a x alguns valores e calcular os valores correspondentes de y. Observe:

se
se
se
se

x=0
x=0,5
x=1
x=15

entao
entao
entao
entao

y=-02+6.0=0
y=-052 +6.05=275
y=-1246.1=5
y=-152+6.15=675

Esse trabalho continua enos permite organizar uma tabela com diversos pontos.
Mostramos abaixo a tabela correspondente a alguns valores de x entre 0 e 6 e 0s
valores calculados para y. Assinalando no gréfico cartesiano cada um desses
pontos, vocé tem uma primeira idéia do comportamento dessa fung¢do. Veja:

X y
0 0
0,5 2,75
5
1,5 6,75
2 8
2,5 8,75
3 9
3,5 8,75
4 8
4,5 6,75
5 5
55 2,75
6 0




Para visualizar melhor o grafico da funcdoy = - x2 + 6x, podemos aumentar
anossa tabela para obter mais pontos. O resultado vocé vé na figura a seguir, que
ja mostra o gréafico da nossa fungdo entrex =0ex = 6.

Ebom lembrar que esse desenho é apenas parte do grafico danossa fungao.
Para valores de x menores que 0 ou maiores que 6 os valores calculados para y
serdo sempre negativos (experimente) e, portanto, o grafico continuard abaixo
do eixo dos x. Veja:

+—Ppartbola

A concavidade

Vamos fazer uma outra experiéncia para observar a pardbola em uma outra
posicdo. Tomemos como exemplo a funcao:

y=x2-2x-3
Agora, vamos organizar nossa tabela. Atribuimos a x valores entre —2 e 4

e calculamos os valores correspondentes dey. Vocé compreenderd, um pouco
mais tarde, a razdo da escolha desses valores para x.



De qualquer forma, sugerimos que confira nossos célculos, observe a
marcagdo dos pontos e a construgdo do grafico:

y
X y c
-2 5
-1 0
0 -3
1 -4
2 -3
3 0 -2 -1 1 2 34 X
4 5
-3
-4

Esse gréfico tem exatamente a mesma forma daquele que encontramos no
exemplo anterior, com uma diferenca: esta em outra posicao.

Dizemos que essa pardbola tem

a concavidade voltada para cima,
enquanto a do exemplo anterior tem

a concavidade voltada para baixo.

Antes de construir o grafico da fungdo y = ax? + bx + ¢, é possivel saber
como serd a sua concavidade. Basta observar o sinal do coeficiente a:

« Sea> 0 (apositivo), a concavidade estara voltada para cima:

./
N

a>0
concavidade
voltada para cima

« Sea <0 (anegativo), a concavidade estara voltada para baixo:

/N
/O

a<o
concavidade
voltada parabaixa
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ax?

As raizes

As raizes de uma funcado sdo os pontos onde seu gréfico corta o eixo dos x.
Na fungdo do 2° grau y = ax? + bx + ¢, sey = 0 obtemos a equacédo
+ bx + ¢ = 0. Podemos, entdo, ter trés casos:

A equacao tem duas raizes \ /

X X X
diferentes. A parébola, 1\/ 2

entdo, corta o eixo dos x em .
dois pontos distintos fig A: a fun=o
p : tem duas ra'zes:
X1 € X,

A equacgao tem apenas uma
raiz. A parédbola é, entdo,
tangente ao eixo dos x.

X, X
fig B: a funeo

tem uma cenica raiz:
Xq

A equacdo ndo tem raiz.
A parabola, entdo, ndocorta
o eixo dos x.

fig C: a fune<o
n<o tem ra’zes.

® ®
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Tomemos como exemplo a funcao:
y=x2—-6x+8

Para construir seu grafico assinalando poucos pontos, devemos inicial-
mente verificar se a fungdo possui raizes. Vamos entdo resolver a equagao
x —6x+ 8 =0usando a férmula que aprendemos na Aula 25:

x=-(6)+V(-62-4.1.8
2.1

(= 61V36-32 _ 6+V4 _ 612
2 2 2

As raizes da nossa fungédo sdo, portanto:

4
X, = =0=2 =2

X, = ="=4 5 x,=4



Descobrimos que o gréfico da nossa fungdo corta o eixo dos x nos pontos
X,=2ex,=4esabemos também que a parabola terd concavidade voltada
para cima porque a = 1 (positivo). Basta, entdo, para construir a tabela, 3 1
atribuir a x outros valores préximos aos que ja temos. E muito importante
atribuir a x o valor LZXZ, porque ele fica bem no meio das raizes e vai
determinar o ponto mais baixo da parabola:

S y
1 3 Y
X, = 2 0
@
NX X _
St 1
~ 1 /A 5 X
X, = 4 0 -1
5 3
O vértice

No gréafico que acabamos de construir, o ponto V =(3,-1) é o vértice da
parabola. Ele é o ponto mais baixo da parabola quando a > 0.

a>0

\/
N

1

vertice

No gréfico da funcdo y = — x2 + 6x, que vocé viu no inicio da aula,
o ponto (3,9) é também o vértice da parabola, que fica no ponto mais
alto do grafico, porque a < 0:

vertice




AULA Para a construgdo do grafico de uma funcdo do 2° grau, o vértice é seu

ponto mais importante. E possivel encontra-lo de forma bastante simples.

3 1 Chamando de x, a abscissa do vértice da parabolay = ax? + bx + ¢, temos:
x = b
Y 2a

Além disso, se a fungdo possui raizes x, e x,, podemos encontrar a abscissa
do vértice determinando o seu ponto médio, ou seja:

X, + X,
2

Xy =

Esses resultados serdo demonstrados no Apéndice, no final da aula, mas
vocé ja pode usa-los para construir de forma rdpida e eficiente o grafico de
uma func¢do do 2° grau.

A imagem
Como vocé ja sabe, a imagem de uma fungédo é o conjunto dos valores de

y que correspondem aos valores dex no dominio. Recorde essa no¢do observan-
do o grafico:

Y, gréfico da funcdo

imagem
YiSYSY,

Y1

dom’nio
X S XX,

Para determinar a imagem de uma fungdo do 2° grau (cujo dominio é o
conjunto de todos os nimeros reais), precisamos conhecer seu vértice. Sea >0,
entdo o vértice é o ponto mais baixo de seu gréfico, e neste caso, aimagem da
funcgao fica assim:

Observando o gra-
fico anterior e chaman- y
dodey, aordenadado
vértice da parabola, a N
imagem serd o conjun-
to de todos os valores
de y tais que Y3 Y, Imagem—> /_ gréfico da funcéo

Se a < 0, ocorre o
contrario: a concavi-
dadeestara voltada pa- N\ / X
ra baixo e a imagem Yy
sera o conjunto dosnu-
meros reais tais que

YEY,.




EXEMPLO4 ‘® 6 %0 %0 T 0 0 %0 T %o

Consideremos a fungdoy = x2 — x + 5.
Sabemos que ela tem concavidade voltada para cima, poisa = 1.

Para fazer um esbogo de seu grafico, determinamos seu vértice. Primeiro,
precisamos encontrar sua abscissa:

X, = - =_—:2

b (- 4)
v 2a 2.1

Substituimos entdo esse valor de x na fungdo para encontrar a ordenada

do vértice:

y =22-4.2+5=1

\

Portanto, o vértice é o ponto (2, 1) e, como a concavidade esta voltada para
cima, o gréfico tem este aspecto:

y

imagem—>

T vertice

A imagem da fungdo é entdo o conjunto dos valores de y tais que y > 1.

Apéndice

Vamos mostrar agora porque a abscissa do vértice da fungdo do 2° grau é

- P Observe as transformagdes na fungio: elas criam um quadrado perfeito:

y=ax?+bx+c

y=ax2+bx+£2 - P
4a 4da

y=a )(2+b_X +£\\+C__b2
a 4a2) 4a

B b, 4ac-b?
y=a [X+2a) L




AULA Veja que se a é positivo, agx + b¥ é sempre positivo ou nulo. Entao para

obter o ponto mais baixo da ardbola, fazemos x+23-0 ou seja, x——— Para
3 1 esse valor de x, temos y=24%¢-b’ ,que é chamado de valor minimo da
funcao.

Da mesma forma, se a é negativo, a(x D¥g sempre negativo ou nulo.
Entao, para obter o ponto mais alto dessa parabola fazemos ><+£—0 ou
se]a x——% Para essa valor de x, temos y 4a:a'° que é chamado de Valor
mdximo da funcgédo.

Se existem raizes x, e x,, a abscissa do vértice da parébola é o valor

WTXZ De fato, representando por D(delta) o nimero b - 4ac temos:

=1 (x; +x,) =1 (_'b‘A + ‘b"‘A)
2 2\ 2a 2a

X
N +
X

1T (-b-NA-b+VA) _
2a a

Portanto,a média das raizes é também a abscissa do vértice da pardbo-
la.
Procure agora fazer os exercicios propostos.

Exercicios
Exercicio 1
Faga o gréfico da funcdo y = x..
Sugestdo: Organize uma tabela atribuindo a x os valores -2,-1,0,1 e 2.

Exercicio 2
Observe o exemplo e faga um pequeno esbogo do grafico das fungdes
calculando o vértice da parabola e verificando sua concavidade.

Exemplo:
y=Xx —6x+7
_ b (6)
. { Xv= 9 T4 73
veértice
y,=32-6.3+7=9-18+7=-2



a) y=x2-4x+5
b) y=-x2+6x-5
Q) y=x2+2
Exercicio 3
Faga o grafico das funcdes determinando as raizes e o vértice da paréa-
bola.
a)y=x>—-4x+3
b) y=-x2+8x-12

Exercicio 4
Determine as imagens das func¢des do Exercicio 3.

Exercicio 5
Facga o gréfico e determine a imagem da fungdo y = (x - 3)2




